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We address the problem of optical ray propagation  in an  inhomogeneous half‐plane  lattice, where each cell can be 
occupied  according  to  a  known  one‐dimensional  obstacles  density  distribution.  A  monochromatic  plane  wave 
impinges  on  the  random  grid with  a  known  angle  and  undergoes  specular  reflections  on  the  occupied  cells. We 
present two different approaches for evaluating the propagation depth inside the lattice. The former is based on the 












several  limitations, mainly  related  to  the  required amount of processing  time and  information on  the propagation 
environment. Moreover, such models are ad‐hoc tailored on a specific area.  
A  complementary  approach  consists  in  developing  random  models  of  the  area  of  interest,  characterized  by  few 
meaningful parameters. Waves in such environments vary randomly in amplitude and phase and they are accordingly 
described  in  terms of  statistical averages and probability densities. As  far as electromagnetic propagation  in urban 
areas  and  indoor  environments  is  concerned,  several models have been proposed  (see  as  examples  [3]‐[5]).  Such 
models do not provide  very accurate propagation predictions but  they  turn out  to be extremely  simple and allow 
figuring out closed‐form analytical formulas that mathematically explain how media affect propagation.  
In such a  framework, we consider the problem of the optical ray propagation  in a half‐plane percolation  lattice  [6]. 
The idea of applying such model for characterizing a medium of disordered scatterers was originally proposed in [7], 
where  the  urban  environment  has  been  described  in  terms  of  a  uniform  random  lattice.  Now, we  focus  on  the 
inhomogeneous  case,  where  each  cell  of  the  lattice  can  be  occupied  according  to  a  known  obstacles  density 
distribution,     being  the row  index. Assuming grid cell dimension  to be  large compared  to  the wave‐
length, we model the incident plane wave impinging on the half‐plane grid with an angle 
,1 jj pq −= j
θ  in terms of a collection of 




We present  and  compare  two different mathematical  approaches,  leading  to  closed‐form  analytical  formulas. The 
former, presented in Section 2 and referred to as Martingale approach (MTG), is an extension to the non‐uniform case 




that  the MKV  approach  outperforms  the MTG  approach.    Section  5  deals with  experiments  carried  out  in  a  real 
controlled  environment,  showing  that  in  spite  of  its  simplicity  the  percolation  model  can  be  applied  to  real 
propagation problems. Final comments and conclusions are drawn in Section 6.  
 
θ j = 0
j = k-1


























Now,  let  us  express    in  terms  of  the  probability  mass  function  of  the  first  jump    and  the 
probability 
{ k→0Pr } }{ ir =1Pr{ }iki →Pr  that the ray reaches level k before escaping from the grid given that it starts moving from level 
i. We get 
 































In  Eq.  3    is  the  effective  probability  that  a  ray,  travelling with  positive  direction,  freely 
crosses level j and reaches next level j+1.  
+++ −== jejjje qppp 11tanθ
As  far as  the  second  term  in Eq. 2  is  concerned,  in  the  trivial  cases   and   we get 01 =r kr ≥1 { } 0Pr =→ iki  and { } 1Pr =→ iki , respectively. When the first reflection takes place at a generic level between 0 and k a deeper analysis 
is  needed.  In  [7],  the  authors  applied  the  theory  of  the Martingale  random processes  [9]  and  the  so‐called Wald 
approximation, showing that under the assumptions of independent, identically distributed and zero‐mean jumps,  
  { } kikiiki <<=→ 0,Pr .                   (4) 
 
A  little  thought  shows  that  this means  evaluating  the unknown by using  a distance  criterion. As  a matter of  fact, { }iki →Pr  is assumed to be directly proportional to the distance between the level i where the first reflection takes 
























where  nSrnr +=~ ,  [ 1tan,0 +∈ ]θS  being the number of ray jumps occurring in the first level, and we write 
 










if the vertical face between level 1 and 2 is free (event with probability  ) and at least one of the2p θtan  vertical cells 
in level 1 is occupied (event with probability  ). According to such considerations, we can write θtan11 p−
 

























level 1 level 2 level 3 level 4
q0=0 q2 q1 q3 q2 q4 q3 q5
p0=1 p1 p2 p3
p4p3p2p1
1+ 2+ 3+ 4+























































































Martingale random processes theory, ray  jumps following the first one must be  independent,  identically distributed 
and  zero‐mean.  By  analyzing  the  probability  mass  function  of  the  jumps    it  can  be  shown  that  this 
















change. Thus,  since our  aim  is estimating  the propagation depth, we  just  consider  reflections on horizontal  faces. 
Now, we assume  that  the  ray never crosses cells  that  it has already gone  through. Accordingly, propagation  in  the 
vertical direction occurs with steps  that are  independent of each other.  In particular, a ray travelling  into a generic 
level  j either remains  in the same  level, changing  its direction of propagation, or  it reaches a new  level, keeping the 
same  direction  of  propagation.  If  the  ray  is  travelling  with  positive  (negative)  direction,  such  events  occur  with 
probability    ( )  and    ( ),  respectively.  This  situation  is  formally  described  by  the Markov 
Chain  [8] depicted  in Fig. 2, where states   and   denote a  ray  travelling  in  level  j with positive and negative 
direction, respectively. 






































out. As a  reference,  the propagation depth has been estimated  in  the  first    levels by  computer‐based  ray‐
tracing experiments [7]. 
32=K
We define prediction error  kδ  and mean error  δ  as 
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media  ( ) and  the other very dense ones  ( ). With  reference  to Figs. 3 and 4,   we observe  that  the 
accuracy  of the MTG approach increases when we consider occupancy probability values approaching the percolation 
threshold  [6]  (for  instance, when   and  ,   we get 
05.0=q 35.0=q
o45=θ o75=θ %87.305.0 ==qδ  vs.    %56.035.0 ==qδ  and 
%57.1905.0 ==qδ  vs.   %45.135.0 ==qδ , respectively). As a matter of fact, in high dense media a ray tends to 
be  reflected many  times before  reaching  level k or escaping  from  the grid. On  the other hand,  the MKV approach 
describes  very well  the propagation when q=0.05  (for    and   we  get o45=θ o75=θ %23.0=δ   and  %8.0=δ , 




Figure 3. Uniform random lattice with q=0.05: prediction error  kδ  versus k for different θ  values. 
    
Figure 4. Uniform random lattice with q=0.35: prediction error  kδ  versus k for different θ  values.    
 
Other  relevant observations are  the  following. Both approaches get  the best  results when  . For q=0.05  the 









































depend  on  significant  variations  of  the  density  profile  along  the  lattice  levels  and  they  are  not  even  affected  by 
discontinuities. As a matter of fact, the mean errors obtained in correspondence with the step profile ( %64.1=δ ) 
and the exponential profile ( %09.1=δ ) are lower than that of the uniform profile with   (35.0=q %2.2=δ ). On 





Figure 5. Double‐exponential profile:   { }k→0Pr  versus k for  . o45=θ
  
 
Figure 6. Step‐like profile:  { }k→0Pr  versus k for  . o45=θ
 
5. EXPERIMENTAL VALIDATION 
In order  to  assess  the  applicability of  the percolation model  to  real propagation problems, our  results have been 
compared to experimental data collected in an anechoic chamber. We have placed polystyrene cylinders filled with a 














































propagation  in  terms  of  a  Markov  chain.  Both  mathematical  considerations  and  numerical  Monte‐Carlo‐like 
experiments have shown that the MKV approach outperforms the MTG approach, the latter one working better only 
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